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Tema

(Por qué a menudo se describe la geometria como algo «frio» y
«seco»? Una de las razones es su incapacidad de describir la forma de
una nube, una montafia, una costa o un arbol. Ni las nubes son esféricas,
ni las montafias conicas, ni las costas circulares, ni la corteza es suave, ni
tampoco el rayo es rectilineo.

En términos mds generales, creo que muchas formas naturales son tan
irregulares y fragmentadas que, en comparacién con Euclides —un tér-
mino que en esta obra denotard todo lo referente a la geometria comun,

la naturaleza no sélo presenta un grado superior de complejidad, sino

que ésta se da a un nivel completamente diferente. El niimero de escalas
de longitud de las distintas formas naturales es, a efectos practicos, infi-
nito.

La existencia de estas formas representa un desafio: el estudio de las
formas que Euclides descarta por «informes», la investigacion de la mor-
fologia de lo «amorfo». Los matematicos, sin embargo, han desdefado
este desafio y, cada vez mds, han optado por huir de lo natural, ideando
teorias que nada tienen que ver con aquello que podemos ver o sentir.

En respuesta a este desafio, concebi y desarrollé una nueva geometria
de la naturaleza y empecé a usarla en una serie de campos. Permite des-
cribir muchas de las formas irregulares y fragmentadas que nos rodean,
dando lugar a teorias hechas y derechas, identificando una serie de formas
que llamo fractales. Las més ttiles implican azar, y tanto sus regularidades
como sus irregularidades son estadisticas. Las formas que describo aqui
tienden a ser, también, escalantes, es decir su grado de irregularidad y/o
fragmentacion es idéntico a todas las escalas. El concepto de dimension
fractal (de Hausdorff) tiene un papel central en esta obra.

Algunos conjuntos fractales son curvas o superficies, otros «polvos»
inconexos, y también los hay con formas tan disparatadas que no he en-
contrado, ni en las ciencias ni en las artes, palabras que los describie-
ran bien. El lector puede hacerse una idea de ello ahora mismo con s6lo
echar una mirada rdpida a las ilustraciones del libro.

15



Aunque muchas de estas ilustraciones representan formas que nunca
antes habian sido consideradas, otras representan, en varios casos por
vez primera, construcciones ya conocidas. En efecto, la geometria frac-
tal como tal data de 1975, pero muchos de sus utiles y conceptos son
anteriores, y aparecieron para satisfacer objetivos muy distintos de los
mios. Mediante esas piedras antiguas encajadas en una estructura recién
construida, la geometria fractal pudo «tomar prestada» una base excep-
cionalmente rigurosa, y pronto planted preguntas nuevas y compulsivas
en el terreno de la matematica.

Sin embargo, esta obra no pretende ser ni abstracta ni general en si
misma, y no es ni un libro de texto ni un tratado de matematicas. A pesar
de su extension, pretende ser un ensayo cientifico, pues la he escrito bajo
un prisma personal y sin pretensiones de completitud. También, como ocu-
rre con muchos ensayos, tiende a presentar digresiones e interrupciones.

Esta informalidad debiera permitir al lector saltarse aquellos frag-
mentos que caen fuera de su interés o mds alld de su competencia. Hay
muchos fragmentos matematicos «faciles» dispersos por todo el libro,
especialmente hacia el final. La consigna es, hojear y saltar, por lo me-
nos en las dos primeras lecturas.

Presentacion de objetivos

Este ensayo retne diversos andlisis de distintas ciencias, y estimula
una nueva sintesis tanto en lo matematico como en lo filoséfico. Asi
pues, sirve tanto de sumario como de manifiesto. Ademds, revela todo un
mundo completamente nuevo de belleza plastica.

Un sumario cientifico

Los abogados llaman «sumario» a una recopilacién acerca de casos
reales relacionados por un tema comun. Esta palabra no tiene un equi-
valente en la ciencia y sugiero que nos la apropiemos. Los casos impor-
tantes merecen que se les preste atencion repetidas veces, pero es inte-
resante también comentar los casos menores; a menudo su discusion se
abrevia si uno dispone de «antecedentes».

Uno de los casos se refiere a una aplicacion muy conocida de unas ma-
tematicas muy conocidas al estudio de un fenémeno natural muy conocido:
el modelo geométrico de Wiener del movimiento browniano. Sorprenden-
temente, no encontramos ninguna otra aplicacion directa de los procesos de
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Wiener, lo que sugiere que el movimiento browniano sélo es un caso espe-
cial, especialmente simple y desestructurado, entre los fenémenos de com-
plejidad superior que vamos a tratar. No obstante, lo incluyo porque muchos
fractales ttiles son modificaciones cuidadosas del movimiento browniano.

Los otros casos tratan principalmente de mi propio trabajo, de sus
antecedentes prefractales y de su ampliacién por parte de estudiosos que
reaccionaron a los dos ensayos que precedieron a este. Algunos casos
tienen que ver con el mundo visible de las montafias y otros objetos por
el estilo, dando por fin contenido a la promesa que encierra la palabra
geometria. Pero otros casos tratan de sistemas submicroscopicos, el ob-
jeto primordial de la fisica.

El tema en cuestion es a veces esotérico. Otras veces, se trata de un tema
corriente, si bien sus aspectos geométricos no habian sido tratados adecuada-
mente. Ello hace pensar en la observacién de Poincaré de que hay preguntas
que uno decide plantearse y otras que se plantean por si solas. Y una pre-
gunta que se ha estado planteando por si misma y a la que durante mucho
tiempo no se le ha encontrado respuesta, tiende a ser dejada para los nifios.

Debido a esta dificultad, mis anteriores ensayos insistian machacona-
mente en que el enfoque fractal es tan efectivo como «natural». Y no sélo
era indiscutible, sino que habria que preguntarse cémo se podia haber ido
tan lejos sin él. Ademads, para evitar controversias innecesarias, aquellos
textos minimizaban la discontinuidad entre las exposiciones clésicas, los
trabajos publicados y la presentacién de mis propias ideas y resultados.
En este ensayo, por el contrario, reclamo escrupulosamente el mérito que
me corresponde.

Bajo ningtin concepto considero que el enfoque fractal sea la panacea, y
el andlisis de cada caso deberia juzgarse segin criterios basados en su pro-
pio campo, es decir, en base sobre todo a su propia capacidad de organiza-
cién, prediccion y explicacion, y no como ejemplo de una estructura mate-
matica. Como cada estudio se detiene un poco antes de llegar a los aspectos
verdaderamente técnicos, se ofrece al lector una lista de referencias para
que pueda proseguir un estudio detallado. A consecuencia de ello (parafra-
seando a d’Arcy Thompson, 1917), este ensayo es un prefacio de principio
a fin. Cualquier especialista que espere mas quedara decepcionado.

Un manifiesto: la geometria de la naturaleza tiene una cara fractal
Abhora bien, la razén para reunir todos estos prefacios es que cada uno
ayuda a entender los demds, pues comparten una estructura matematica

comun. He aqui el elocuente resumen de F. J. Dyson:
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«Fractal es una palabra acuflada por Mandelbrot para reunir bajo
un s6lo nombre una gran familia de objetos que han [tenido]... un papel
histérico... en el desarrollo de la matemdtica pura. Una gran revolucién
en las ideas separa la matematica cldsica del siglo xiX de la matematica
moderna del XX. La matemadtica cldsica estd enraizada en las estructuras
regulares de la geometria de Euclides y en la evolucién continua carac-
teristica de la dindmica de Newton. La matematica moderna empezo6 con
la teoria de conjuntos de Cantor y la curva de Peano que llena el plano.
Desde el punto de vista histdrico, la revolucion se produjo al descubrirse
estructuras matemdticas que no encajaban en los patrones de Euclides y
Newton. Estas nuevas estructuras fueron consideradas... “patoldgicas”,
... como “una galeria de monstruos”, emparentadas con la pintura cubista
y la musica atonal, que por aquella época trastornaron las pautas estable-
cidas en el gusto artistico. Los matematicos creadores de esos monstruos
les concedian importancia por cuanto mostraban que el mundo de la ma-
tematica pura tiene una riqueza de posibilidades que va mucho mads alla
de las estructuras sencillas que veian en la naturaleza. La matematica del
siglo xx floreci6 en la creencia de que habia trascendido completamente
las limitaciones impuestas por sus origenes naturales.

»3in embargo, como sefiala Mandelbrot, la naturaleza ha gastado una
broma a los mateméticos. Quiza a los matematicos del siglo xix les haya fal-
tado imaginacién, pero no asi a la naturaleza. Las mismas estructuras patol6-
gicas que inventaron los matemadticos para escapar del naturalismo del siglo
XIX han resultado ser inherentes a muchos de los objetos que nos rodean.»!

En pocas palabras, que he confirmado la observacién de Blaise Pas-
cal de que la imaginacién se cansa antes que la naturaleza. («L’imagina-
tion se lassera plutot de concevoir que la nature de fournir.»)

No obstante, la geometria fractal no es una «aplicacion» directa de la ma-
temadtica del siglo xX. Es una nueva rama nacida tardiamente de la crisis de
la matematica que comenz6 cuando Du Bois-Reymond (1875) llam6 la aten-
cién por primera vez sobre una funcién continua y no diferenciable cons-
truida por Weierstrass (capitulos 3, 39 y 41). Dicha crisis dur6 aproximada-
mente hasta 1925, siendo los principales actores Cantor, Peano, Lebesgue y
Hausdorff. Estos nombres, asi como los de Besicovitch, Bolzano, Cesaro,
Koch, Osgood, Sierpinski y Urysohn, no suelen aparecer en el estudio em-
pirico de la naturaleza, pero yo afirmo que el impacto de la obra de estos gi-
gantes trasciende, con mucho, los objetivos que se propusieron inicialmente.

1. De «Characterizing Irregularity» de Freeman Dyson, Science, 12 de mayo de 1978, vol. 200,
n°. 4342, pp. 677-678. Copyright 1978 de la American Asociation for the Advancement of Science.
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Muestro cémo, sin que ni ellos ni las generaciones que les siguieron
se dieran cuenta, sus extravagantes creaciones esconden todo un mundo
de interés para aquellos que celebran la naturaleza tratando de imitarla.

Una vez mds nos sorprende lo que ya era de esperar atendiendo a
nuestra experiencia anterior, que «el lenguaje de la matemadtica resulta
increiblemente eficiente en las ciencias naturales..., un regalo maravi-
lloso que ni comprendemos ni merecemos. Deberfamos sentirnos agra-
decidos por ello y esperar que seguird valiendo en el futuro, y que, para
bien o para mal, para nuestra satisfaccién y quizd también para nuestra
confusion, se generalizard a muchos campos del saber» (Wigner, 1960).

Matemdtica, naturaleza y estética

Ademds, la geometria fractal revela que algunos de los capitulos més
austeros y formales de la matemadtica tienen una cara oculta: todo un
mundo de belleza plastica que ni siquiera podiamos sospechar.

«Fractal» y otros neologismos

Segtin un dicho latino, «xnombrar es conocer»: Nomen is numen. An-
tes de emprender su estudio, los conjuntos a los que he aludido en las
secciones anteriores no eran lo bastante importantes como para precisar
un término que los denotara. Sin embargo, a medida que con mi esfuerzo
los monstruos clésicos fueron siendo domados y afeitados, y que nuevos
«monstruos» fueron apareciendo, la necesidad de una palabra para desig-
narlos fue cada vez mds manifiesta. Se hizo acuciante cuando hubo que
buscar un titulo para el primer antecesor de este ensayo.

Acuiié el término fractal a partir del adjetivo latino fractus. El verbo
correspondiente es frangere que significa «romper en pedazos». Es pues
razonable, |y nos viene de perlas!, que ademds de «fragmentado» (como
en fraccion) fractus signifique también «irregular», confluyendo ambos
significados en el término fragmento.

La asociacién conjunto fractal tendrd una definicidn rigurosa, no asi
fractal natural, que servird para designar sin demasiada precisién una
figura natural que puede ser representada por un conjunto fractal. Por
ejemplo, las curvas brownianas son conjuntos fractales, y el movimiento
browniano fisico es una fractal natural.

(Como dlgebra procede del drabe jabara = unir, atar, ;fractal y dlge-
bra son etimoldgicamente opuestos!)
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En términos generales, en mis viajes por tierras recién descubiertas
0 acabadas de colonizar, he ejercido a menudo el derecho a nombrar los
lugares mds destacados. Normalmente me ha parecido mejor acuiiar un neo-
logismo que dar un nuevo giro a alguna palabra demasiado usada ya por
otra parte.

Hay que tener en cuenta, ademads, que el significado corriente de una
palabra esta a menudo tan arraigado que no se borra facilmente con una re-
definicion. Como observé Voltaire en 1730, «si Newton no hubiera
usado la palabra atraccion, todo el mundo en la Academia [francesa] hu-
biera abierto los ojos a la luz, pero por desgracia usé en Londres un tér-
mino que en Parfs tenfa un sentido ridiculizado». Ademads, frases como
«la distribucién de probabilidad de la distribucion de Schwarz en el espa-
cio respecto a la distribucién de galaxias» son horrendas.

Los términos acuflados en este ensayo evitan este peligro echando
mano de raices griegas o latinas en desuso, como trema, y al 1éxico ra-
ramente usado de la tienda, la casa o la granja. j{Los nombres domésti-
cos facilitan la doma de los monstruos! Asi, por ejemplo, he dado sig-
nificados técnicos a palabras como polvo, codgulo y suero. Recomiendo
también el uso de «perembaldosado» para indicar una forma minuciosa
(= per) de embaldosado.

Reafirmacion de objetivos

Resumiendo, este ensayo describe las soluciones que propongo para
una multitud de problemas concretos, algunos de ellos muy antiguos, con
la ayuda de una matemdtica que en parte es también muy antigua, pero
que (aparte de sus aplicaciones al movimiento browniano) nunca se ha-
bia usado de esta manera. Los casos que esta matemdtica permite resol-
ver, y las generalizaciones requeridas por estos, sientan los fundamentos
de una nueva disciplina.

Los cientificos se sorprenderan y se alegrardn (estoy convencido de
ello) de que muchas formas que habian de llamar veteadas, en forma de
hidra, llena de granos, pustulosas, ramificadas, en forma de alga, extra-
flas, enmarafiadas, tortuosas, ondulantes, tenues, arrugadas y otras co-
sas por el estilo, admiten de ahora en adelante un tratamiento riguroso y
cuantitativo.

Los matematicos se sorprenderdn y alegraran (asi lo espero) de saber
que conjuntos que hasta ahora tenian fama de excepcionales (Carleson,
1967) pasen en cierto sentido a ser lo corriente, que construcciones con-
sideradas patolégicas deban darse de modo natural a partir de problemas
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muy concretos, y que el estudio de la naturaleza deba ser de gran ayuda
en la resolucién de viejos problemas y plantee otros nuevos.

No obstante, este ensayo evita todas las dificultades de indole pu-
ramente técnica. Estd dirigido principalmente a un conjunto amplio de
cientificos. La presentacion de cada tema empieza con casos especificos
y concretos. Se pretende que el lector vaya descubriendo gradualmente la
naturaleza de los fractales. Y el arte se disfruta por si solo.
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